O SYMETRII*
JAREK KEDRA (Aberdeen, Szczecin)

1. WsTEP

W jezyku potocznym symetria oznacza zazwyczaj odbicie wzgle-
dem prostej lub ptaszczyzny. W szkole uczniowie poznaja takze
symetrie Srodkowe oraz obroty. Og6lnie symetria nazywamy przek-
sztalcenie figury lub przestrzeni zachowujace pewne jej wlasnosci
geometryczne, ktérymi moga by¢ tutaj odleglos¢ miedzy punktami,
miara katoéw, pole, objetos¢ i inne.

Symetrie mozna skladaé. To znaczy, ze przeksztalcenie figury
za pomoca jednej, a potem kolejnej symetrii takze jest symetria tej
figury. Skladanie symetrii jest faczne, tak jak mnozenie liczb rzeczy-
wistych. Dla dowolnej symetrii istnieje symetria do niej odwrotna,
to znaczy taka, ze zlozenie tych dwoéch symetrii jest przeksztatce-
niem identycznosSciowym. Na zbiorze symetrii danej figury jest
wiec struktura algebraiczna, ktéra nazywamy grupa. O skladaniu
symetrii mys$limy jak o mnozeniu. W odréznieniu od mnozenia liczb,
sktadanie symetrii nie jest na 0gét przemienne, to znaczy, ze kolejnos¢
sktadania ma znaczenie. Na przykiad obrécenie monety w lewo 0 90°
i odwrdécenie jej na druga strone (odbicie wzgledem poziomej prostej
przechodzacej przez Srodek monety), to nie to samo co odwrdécenie
a potem obroét.

Czesto zdarza sie tak, ze symetrii danej figury jest bardzo duzo
i tworza one interesujaca przestrzeni. Na zbiorze symetrii mamy
wiec zaréwno strukture grupy, jak i przestrzeni topologicznej. Sa
one zgodne, w tym sensie, ze skladanie symetrii oraz branie symetrii
odwrotnej sa operacjami ciaglymi. To znaczy, ze symetrie tworza
grupe topologiczna.

2. SYMETRIE WIELOKATOW I SFERY

2.1. Symetrie wielokatéw foremnych. Grupaizometriitréjkata réw-
nobocznego ma sze$¢ elementéw. Sa to trzy symetrie osiowe i trzy
obroty o katy 0° =Identyczno$¢, 120°, 240°. Ogoblnie, grupa izometrii
n—kata foremnego ma 2n elementéw; n odbic i n obrotéw, z ktérych
jeden jest identycznoscia. Nazywamy ja grupa dyhedralna.
Popatrzmy teraz na o$ liczbowa z wyréznionymi liczbami catkow-
itymi (wierzchotkami). Tutaj grupa izometrii ma nieskoriczenie wiele
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odbié¢ (w wierzchotkach i srodkach krawedzi) i nieskoriczenie wiele
“obrotéw” czyli przesunie¢. Grupa ta nazywa sie grupa nieskoriczona
dyhedralna.

/

Rysunek 1: Symetrie wielokatéw, osi liczbowej i okregu

P6jdzmy dalej i rozwazmy okrag. Grupa izometrii ma continuum
odbi¢ i tylez obrotéw. Wyglada ona jak dwa okregi, jeden tworza
obroty, a drugi przeksztalcenia bedace ztozeniami obrotu i odbicia.

Na powyzszych przykladach wida¢ jakoSciowa réznice: w pier-
wszych grupy symetrii byly skoriczone lub nieskoriczone dyskretne
(to znaczy, ze sa zbiorami izolowanych punktéw), a w ostatnim jest
ona nieskoniczona oraz ma nietrywialna topologie.

2.2. Symetrie sfery. Popatrzmy na grupe [zoy(S?) izometrii dwu-
wymiarowej sfery S? zachowujacych orientacje, tzn. takich, ktére nie
wywracaja sfery nalewa strone jak robi to np. odbicie w ptaszczyZnie
przechodzacej przez Srodek sfery. Takie izometrie, to obroty sfery o
réznych osiach. Zatozenie o zachowaniu orientacji jest tylko po to
by uprosci¢ obraz bez utraty istoty rozumowania. Grupa 1zo(5?)
wszystkich izometrii sfery, to sa dwie kopie grupy 1zoy(S?) (ta druga,
to obroty zlozone z odbiciem w plaszczyznie).

Rysunek 2: Symetrie sfery
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Wybierzmy jednostkowy wektor X styczny do sfery w biegunie
pétnocnym p € S% Izometria F przeprowadza ten wektor na jed-
nostkowy wektor styczny F(X) do sfery w punkcie F(p). W ten
sposob otrzymujemy identyfikacje grupy 1zoy(S?) z przestrzenia jed-
nostkowych wektoréw stycznych do sfery. Czyli nasza grupa jest
zwarta tréjwymiarowa przestrzenia o ciekawej topologii. Jest ona,
jako grupa topologiczna, izomorficzna z grupa SO(3) ortogonalnych
przeksztatcen przestrzeni R® zachowujacych orientacje.

2.3. Jak zmiana geometrii zmienia symetrie. Popatrzmy na naste-
pujacy przyklad. Grupa izometrii ptaszczyzny sklada sie z obrotéw,
przesunieé, odbic i zlozen tychze. Topologicznie wyglada jak dwie
kopie iloczynu kartezjariskiego okregu (obroty) i ptaszczyzny (prze-
suniecia). Méwiac precyzyjnie, grupaizometrii ptaszczyzny, toiloczyn
potprosty O(2) x IR?, grupy obrotéw i grupy przesuniec.

P L
-

Rysunek 3: Symetrie r6znych geometrii plaszczyzny

Zmiermy teraz geometrie plaszczyzny tak, aby w srodku bylo
obrotowo symetryczne wzniesienie. Woéwczas przesuniecia nie sa
juz izometriami. Grupa symetrii takiej plaszczyzny, z goérka w
srodku, to O(2) czyli topologicznie dwa okregi. Komplikujac dalej
geometrie otrzymujemy powykrzywiana plaszczyzne, ktérej grupa
izometrii jest trywialna.

Badanie geometrii przestrzeni oraz grupy przeksztalcer tej ge-
ometrii odpowiadajacych sa ze soba $ciSle zwiazane. Jest to zwiazek
symbiotyczny, to znaczy, ze informacje o geometrii przestrzeni otrzy-
muje sie ze struktury grupy jej symetrii i odwrotnie, wlasnosci grupy
mozna pozna¢ patrzac na geometrie przestrzeni, na ktérej ta grupa
dziata.

3. ROZNE STRUKTURY GEOMETRYCZNE I ICH SYMETRIE

3.1. Struktura metryczna. Grupa izometrii zwartej rozmaitosci Rie-
manna jest zawsze zwarta grupa Liego, najczesciej trywialna. Mozna
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to zobaczy¢ tak: niech (M, g) oznacza nasza rozmaito$¢ rieman-
nowska; wybierzmy punkt p € M i baze B, wektoréw ortonormal-
nych stycznych do M w tym punkcie; wszystkie takie pary tworza
tzw. wiazke reperéw ortonormalnych P nad rozmaitoscia M

Odwzorowanie ewaluacji, ktére izometrii { przypisuje obraz reperu
B, wzgledem 1), jest ciaglym wlozeniem grupy izometrii rozmaitosci
(M, g) w jej wiazke reperéw

ew : 1zo(M, g) — P.

Zatem nasza grupa izometrii jest homeomorficzna z domknietym
podzbiorem zwartej przestrzeni, a wiec jest zwarta. Wykazanie, ze
jest grupa Liego jest trudniejsze. Zauwazmy, Zze szczegllny przy-
padek powyzszego rozumowania mieliSmy na przykiadzie sfery
(2.2). To, ze grupa izometrii jest zazwyczaj trywialna, widzimy
podobnie jak w przykladzie 2.3, gdzie komplikowaliémy geometrie
plaszczyzny.

Zalozenie zwartosci jest istotne, bo jak widzieliSmy wyzej, izome-
trie plaszczyzny nie sa grupa zwarta, gdyz zawieraja wszystkie prze-
suniecia.

3.2. Pole. Rozwazmy wszystkie przeksztalcenia ptaszczyzny R?, ktore
zachowuja pole. Grupa takich symetrii jest nieskoriczenie wymi-
arowa. Mozna to zobaczy¢ tak, ze kazdej funkgi H : R*? —» R
odpowiada przeksztalcenie zachowujace pola figur, czyli, ze wymiar
przestrzeni takich symetrii jest co najmniej takijak wymiar przestrzeni
funkgji okreslonych na ptaszczyznie, a wiec nieskoriczony.

Rysunek 3: Dyfeomorfizm hamiltonowski

Funkcja H wyznacza pole wektorowe Xy na ptaszczyznie, okreslo-
ne wzorem Xy(p) = [‘Z)—I;(p), —21(1)]. Wektory tego pola sa styczne do
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poziomic funkcji H, a ich dlugoé¢ jest proporcjonalna to szybkosci
jej wzrostu. Niech ¢, : R — M bedzie krzywa catkowa pola Xy
zaczynajaca sie w punkcie p € R?. To znaczy, ze g,(0) = p oraz
% () = Xnu(gy(t)). Okreslmy teraz przesztatcenie F : R* — R?
wzorem F(p) := g,(1).

Mozna wykaza¢ (patrz 3.5 ponizej), ze F zachowuje pole, oraz ze
przeksztalcenia tej postaci tworza grupe nieskoriczenie wymiarowa.
Tak skonstruowane przeksztalcenie F nazywa sie dyfeomorfizmem ha-
miltonowskim, a funkcja H hamiltonianem.

3.3. Objetosé. Niech (M, vol) oznacza rozmaitoéc gladka wraz z forma
objetosci. W przypadku dwuwymiarowym oznacza to, ze mozemy
mierzy¢ pola figur. Podobnie jak w przypadku pola, tak i tutaj grupa
Ditf(M, vol) dyfeomorfizméw zachowujacych objetos¢jest nieskoriczenie
wymiarowa grupa Liego, ktérej algebre Liego tworza pola wek-
torowe zachowujace forme objetosci.

Zlozono$¢ tej grupy mozna sobie wyobrazi¢ mieszajac herbate w
szklance. Ruch herbaty jest opisany przez rodzine dyfeomorfizméw
zachowujacych objetos¢ (zakladamy niescisliwosé cieczy). Mozemy
to skontrastowac z grupa izometrii, ktéra wyobrazamy sobie jako
obracanie szklanka z zamarznieta herbata.

Sktadowa spéjnosci Diffy(M, vol) grupy Diff(M, vol 0 zawierajaca
identycznos¢ jest grupa prosta. To znaczy, ze nie zawiera wlasciwych
podgrup normalnych. Jest to (trudne) twierdzenie Thurstona [2,
Twierdzenie 5.1.3] z lat 70-tych XX wieku.

Topologia tych grup jest bardzo stabo znana. Twierdzenie Mosera
[11] méwi, ze wloZenie grupy Diffy (M, vol) w sktadowa identycznosci
wszystkich dyfeomorfizméw jest homotopijna réwnowaznoscia. Ponizej
przedstawiamy twierdzenie, ktére opisuje typy homotopii pewnych
grupy dyfeomorfizmow.

Twierdzenie 3.4.
(1) Diff(58?) ~ 1zo(S?) = O(3);
(2) Diff(T?) ~ SL(2, Z) < T%
(3) Jesli L jest powierzchnia rodzaju wiekszego od jeden, to Diffy(X)
jest sciagalna;
(4) Diff(S%) ~ O4).

Grupa ilorazowa Diff(X)/ Diffy(X) zwana grupa klas odwzorowari jest
intensywnie badana i wiele o niej juz wiadomo [5].

3.5. Struktura symplektyczna. Struktura symplektyczna @ na roz-
maitosci M, to zamknieta i niezdegenerowana 2-forma rézniczkowa.
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Z niezdegenerowania wynika, ze rozmaito$¢ M jest parzystowymi-
arowa, oraz ze istnieje izomorfizm miedzy przestrzenia poél wek-
torowych i przestrzenia 1-form rézniczkowych zadany wzorem X —
Lx@.

Mowiac bardziej obrazowo, struktura symplektyczna mierzy zori-
entowane pole dwuwymiarowych figur w rozmaitosci M. Jesli M
jest powierzchnia struktura symplektyczna jest po prostu zorien-
towanym polem powierzchni.

Grupa symetrii rozmaito$ci symplektycznejjest zawsze (za wyjatkiem
rozmaito$ci 0-wymiarowej) nieskoficzenie wymiarowa grupa topo-
logiczna. Wykazuje sie to tak: funkcji (hamiltonianowi) H : M — R
przypisuje sie pole wektorowe Xy takie, Ze i1x,,w = dH. Nastepujacy
krotki rachunek:

Ly, =dix,@ + tx,dw =ddH+0=0

pokazuje, ze potok ¢ : R — Diff(M) pola Xy zachowuje forme sym-
plektyczna. Ostatecznie, grupa symplektycznych dyfeomorfizméow
rozmaitosci (M, w) jest nieskoriczenie wymiarowa grupa Liego, ktorej
algebra Liegojest przestrzenia pél wektorowych na M zachowujacych
forme symplektyczna.

Nie wszystkie przeksztalcenia zachowujace forme symplektyczna
sa tej postaci. Te opisane powyzej, to tzw. dyfeomorfizmy hamiltonowskie
i tworza one normalna spéjna podgrupe Ham(M, w) w grupie Symp, (M, w).
Banyaga [2] udowodnil, ze dla zamknietej rozmaitosci symplekty-
cznej (M, w) grupa Ham(M, @) hamiltonowskich dyfeomorfizméw
jest prosta.

Przedstawimy teraz kilka rezultatéw o topologii grup symplekty-
cznych dyfeomorfizméw. Niech w, bedzie forma symplektyczna na

S? x §? taka, ze S* X {p} ma pole réwne 1 (czyli sz{p} w=1),alp} xS

ma pole A > 1 (czyli f = A) dla dowolnego punktu p € S

pixs2 ¢
Kazda forma symplektyczna na S? x 5% jest rownowazna powyzszej
(Twierdzenie 13.42 w [9]). To znaczy, ze jesli w jest forma symplek-
tyczna na $? x §? to istnieje dyfeomoerfizm f : $? x §* — S? X §? taki,
ze f'w = k- w, dla pewnej stalej r € R.

Twierdzenie 3.6.

(1) Symp(S? X $?, 1) =~ Z/2 %< SO(3) x SO(3) (Gromov [4]); czyli
grupa symplektomorfizméw produktu sfer o réwnych polach jest
iloczynem pétprostym grup, gdzie Z./2 dziata na SO(3) X SO(3)
zamieniajac czynniki.
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(2) Symp(CIP?) =~ PU(3), (Gromov [4]); tutaj zespolona ptaszczyzna
rzutowa jest wyposazona w standardowa forme symplektyczna.

(3) H*(Symp(S* X $?, w,); Q) = A(a, x, y) ® Qw], gdzie deg(a) = 1,
deg(x) = deg(y) = 3 oraz deg(w) = 4| A], (Abreu-McDuff [1]);
tutaj A(a, x,y) oznacza algebre zewnetrzna (nad Q) generowana
przezelementya, x, y, natomiast Q[w] oznacza algebre wielomianow.

3.7. Zalezno$ci miedzy r6znymistrukturami. Rozwazmy rozmaito$¢
M, na ktorej jest kilka zgodnych struktur geometrycznych. Zgodnos¢
oznacza, ze zachodza zawierania miedzy odpowiednimi grupami
symetrii. Na przyktad wezmy sfere S i na niej standardowa metryke
g, strukture symplektyczna (czyli w tym przypadku pole), strukture
gladka i topologiczna. Mamy wéwczas ciag podgrup:

120p(S?) € Symp(S?) C Diff(S*) ¢ Homeo(S?) ¢ HE(S?),

gdzie Homeo(S?) jest grupa homeomorfizméw, a HE(S?) topolog-
icznym monoidem (nie kazdy element ma odwrotny) homotopijnych
réwnowaznosci.

W Twierdzeniu 3.4 widzieliémy, Ze wlozenie grupy izometrii sfery
S? lub $* w grupe wszystkich dyfeomorfizméw jest homotopijna
rownowaznoécia. Oznacza to, ze dowolny dyfeomorfizm (a nawet
rodzine) mozna w sposob ciagly “wyprostowac” doizometrii. Twierdze-
nie Mostowa [12] méwi, ze kazda homotopijna réwnowazno$¢ hiper-
bolicznej rozmaitosci (M, g) (wymiaru co najmniej 3) mozna zdefor-
mowac do izometrii. Jak zobaczymy w Rozdziale 4.2, dla pewnych
rozmaito$ci symplektycznych wlozenie grupy izometrii w grupe
symplektycznych dyfeomorfizméw indukuje wlozenie na grupach
wymiernych homotopii.

Z drugiej strony mamy przyklad wlozenia

Symp(CP" x CP™) < Diff(CP" x CP"),

ktory, jak udowodnit Seidel [14], nie indukuje na grupach homotopii
ani injekgji, ani surjekcji.

Podobna kwestie porusza sie w pytaniu, czy dla dowolnej zamknietej
asferycznej rozmaitoéci M wlozenie Homeo(M) — HE(M) indukuje
surjekcje na 7y (grupach skladowych spéjnosci). Innymi stowy,
czy dowolna homotopijnd réwnowaznoé¢ asferycznej rozmaitosci
mozna w sposob ciagly poprawi¢ do homeomorfizmu. Jest to szczegélny
przypadek tzw. hipotezy Borela.

4. SPOSOBY BADANIA TOPOLOGII GRUP DYFEOMORFIZMOW
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4.1. Przestrzen klasyfikujaca. Niech § bedzie grupa topologiczna.
Istnieje Sciagalna przestrzen EG, na ktérej grupa G dziata w sposéb
wolny. Przestrzen ilorazowa BS := EG/§G nazywa sie przestrzenia
klasyfikujaca grupy G. Nazwa pochodzi stad, ze klasy izomorfizmu
wiazek M — E — B z grupa strukturalna G i wiéknem M sa we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z klasami homotopii odw-
zorowan B — BS. Badanie topologii BS, to badanie topologii wiazek
z wiéknem M i grupa strukturalna G.

Przestrzenie klasyfikujace wygladaja réznie. Przestrzenia klasy-
fikujaca dla grupy Z? jest dwuwymiarowy torus, gdyz Z? dziata
w spos6b wolny na plaszczyznie R?, ktora jest $ciagalna. Popa-
trzmy teraz na grupe S' liczb zespolonych o module 1. Dziata ona
w spos6b wolny na nieparzystowymiarowych sferach $**! c C"*!
przez mnozenie zespolone. Ilorazem jest tutaj zespolona przestrzen
rzutowa CP". Sfery nie sa Sciagalne, ale biorac ich granice S° C
§° c --- C S dostajemy wolne dziatanie grupy S' na $ciagalnej
nieskoniczenie wymiarowej sferze. Ilorazem jest nieskoriczenie wymi-
arowa zespolona przestrzen rzutowa CIP* i to jest wlasnie przestrzen
klasyfikujaca BS®.

Zwiazek miedzy topologia grupy G a przestrzenia BG jest na poziomie
grup homotopii, gdzie zachodza izomorfizmy

1(9) = Tr41(BY).

Zatem z punktu widzenia grup homotopii, badanie przestrzeni klasy-
tikujacej jest tak samo warto$ciowe jak badanie grupy. Sytuacja
jest inna dla pierScienia kohomologii. Kohomologie grupy topo-
logicznej sa, na mocy twierdzenie Hopfa, zawsze algebra wolna. Z
drugiej strony, jak wykazat Milnor [10], kazda “rozsadna” przestrzeri
(np CW-kompleks) jest przestrzenia klasyfikujaca dla pewnej grupy
topologicznej.

4.2. Dzialania zwartych grup Liego. Grupy homotopii i pierscient
kohomologii zwartej grupy Liego G oraz jej przestrzeni klasyfikujacej
sa (z doktadnoscia do torsji) znane i nietrudne do wyliczenia. Majac
homomorfizm G — §G zwartej grupy Liego do grupy topologicznej,
o ktorej chcemy sie czego$ dowiedzie¢, pytamy co indukuje on na
grupach homotopii i pierécieniu kohomologii. Zauwazmy, ze gdy G
jest grupa dyfeomorfizméw rozmaitosci gladkiej, to jest to pytanie
jakie stawialiSmy w Rozdziale 3.7, gdyz zwarta grupa Liego zawsze
dziata przez izometrie wzgledem pewnej metryki riemannowskiej.

Twierdzenie 4.3 (Reznikov[13]). Dziatanie W : SU(n+1) — Symp,(CP")
indukuje wtozenie na wymiernych grupach homotopii.
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Dowdd. Niech CP" — E — $%, gdzie k > 1, bedzie SU(n + 1)-
wiazka, ktérej odwzorowanie klasyfikujace reprezentuje niezerowy
element @ € mx(BSU(n + 1)) ® Q. Wykazemy, ze BW.[a] # 0 w
Tor(BSymp,(CIP")) ® Q. Popatrzmy na ponizszy diagram przemi-
enny

E— P

g |

2% 2% BSymp,(CIP")
Niech Q € Hz(C]ngmp) bedzie klasa sprzegajaca, czyli taka klasa,
ktora cofa sie do klasy formy symplektycznej na wiéknach i catka po
wlbknie m,(Q"1) = 0.

Przypomnijmy;, Ze (dla orientowalnejwiazki F — E L Bze zwartym
wiéknem) catka po widknie f; : H*(E) — H*"4™F(B) to pewien ho-
momorfizm spetniajacy fi(a U f*(b)) = fi(a) U b. Definicje i wlasnosci
mozna znalez¢ w ksiazce Botta i Tu [3].

Klasa Q cofa sie nietrywialnie do H*(E), gdyz po obcieciu do
widkien musi dalej reprezentowac klase formy symplektycznej. Cofniecie
to, ktore dalej bedziemy oznaczac takze przez ), jest generatorem
H?(E) = Q (bodim H*(E) = 1, gdyzbazajest co najmniej 4-wymiarowa).
Zatem na mocy twierdzenia Leray’a-Hirscha otrzymujemy, ze dla
niezerowej statej C € R

Q™ =C.-Q"Up'(o) £0.

Powyzsza klasa jest niezerowa, bo prawa strona jest klasa formy
objetosci na E. Ostatecznie, na mocy naturalnosci catkowania po
widknie, mamy

0# {p(Q"), 18%]) = (r(Q"), BY 0 a).[57]).

Czyli ztozenie BW o (a) jest homotopijnie nietrywialne, co dowodzi
niezerowosci klasy BW.[a]. O

Przedstawiony powyzej dowdéd pochodzi z pracy Kedra-McDuff
[6], gdzie udowodniono twierdzenie Reznikova dla rozmaitosci uogélnionych
flag.

4.4. Dzialanie na $ciagalnej przestrzeni. Niech (M, w) bedzie roz-
maitoscia symplektyczna. Niezdegenerowanie formy symplekty-
cznej implikuje redukcje grupy strukturalnej wiazki stycznej TM do
grupy Sp(2n; R) macierzy zachowujacych liniowa forme symplekty-
czna. Maksymalna podgrupa zwarta w Sp(2n; R) jest grupa U(n)
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zespolonych macierzy unitarnych. Kazda redukcja grupy struktu-
ralnej z Sp(2n;R) do U(n) wyznacza strukture prawie zespolona |
na (M, w) i przestrzer J(M, w) takich struktur jest Sciagalna. Ostat-
nie stwierdzenie wynika z faktu, Zze powyzsza redukcja, to ciecie
wiazki stowarzyszonej z wiazka styczna ze Sciagalnym widknem
Sp(2n; R)/U(n).

Grupa Symp(M, w) symplektycznych dyfeomorfizméw dziata na
przestrzeni J(M,w). Latwo stwierdzi¢, ze podgrupy izotropii sa
zwarte. Wynika to stad, ze struktura symplektyczna @ i zgodna
z nia struktura prawie zespolona | okreslaja metryke riemannowska
gna M. Zatem podgrupa izotropii Symp(M, w); jest grupa izometrii
metryki ¢ stad, na mocy 3.1, jest zwarta grupa Liego.

Badajac powyzsze dziatanie, Gromov, a p6Zniej Abreu i McDuff
udowodnili Twierdzenie 3.6.

4.5. Rozwlbknienie ewaluacji. Niech grupa § dziala na rozmaitosci
Miew : § — M bedzie odwzorowaniem ewaluadji, tzn. ew() :=
Y(p), gdzie p € M jest ustalonym na poczatku punktem. Dostajemy
w ten sposéb rozwldknenie

S, 5 G3 M,

ktoére nazywamy rozwtdknieniem ewaluacji.

Wazna wlasnoscia ewaluadji jest to, ze obraz odwzorowania in-
dukowanego na wymiernych homotopiach jest maty. Bardziej pre-
cyzyjnie, jesli M jest jednospdjna, to

dim ew.(1.(3) ® Q) < dim M = n.

Wynika stad, ze wymiar wymiernej grupy homotopii 7.(5,) ® Q jest
z doktadnoscia do 7, co najmniej taki, jak dim 7.(M) ® Q. Ponizsze
twierdzenie kontrastuje z Twierdzeniem 3.6, w ktérym pierScieri ko-
homologii grupy symplektomorfizméw byt skoriczenie generowany.

Twierdzenie 4.6 (Kedra [7]). Pierécieri H(Symp(CP2#3CP ); Q) jest
nieskoriczenie generowany.

Dowéd. Dowéd sklada sie zdwéch krokéw. Pierwszy,to zauwazenie,

ze grupa symplektycznych dyfeomorfizméw rozdmuchania M#CP
jest stabo homotopijnie réwnowazna z grupa Symp(M, p) symplek-
tycznych dyfeomorfizméw (M, w) zachowujacych punkt p € M. Nie
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wiadomo w jakiej ogélnosci jest to prawda, ale Lalonde i Pinson-
nault [8] wykazali to dla rozmaitosci, w ktérych dla dowolnej zgod-
nej struktury prawie zespolonej | dywizor wyjatkowy jest reprezen-
towany przez J-holomorficzna wlozona sfere. To jest dos¢ duza klasa
czterowymiarowych rozmaitosci symplektycznych.

Drugi krok, to znalezienie takiej jednospdjnej rozmaito$ci symlek-
tycznej (M, w), dla ktérej wymiar jej wymiernych grup homotopii jest
nieskoriczony, dim 7.(M) ® Q = co. Wtedy, na mocy faktu opisanego
przed twierdzeniem i tego co mamy powyzej, wnioskujemy, ze

dim . (Symp(M#CP ) @ Q = dim 7.(Symp(M, p)) ® Q
dim 7.(M) = oo.

Wiekszos$¢ rozmaito$ci ma nieskoriczenie wymiarowe wymierne ho-
motopie. Méwiac precyzyjniej, kazda czterowymiarowajednospdjna
rozmaito$é M, ktorej dim H*(M; Q) > 3, ma te wlasnosé. Oczywiscie,

CP242CP jest taka rozmaitoscia.

Teraz pozostaje wykorzysta¢ znany fakt, ktéry mowi, ze pierscient
wymiernych kohomologii grupy topologicznej G jest generowany
przez baze wymiernej grupy homotopii 77.(5) ® Q. To koriczy dowdd.

O

Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe dla doé¢ szerokiej klasy
czterowymiarowych rozmaitosci symplektycznych. Tutaj rozpatru-
jemy szczegOlny przypadek, aby nie podawaé wymagajacych wyjasnienia
zatozen.

Podziekowania. Dziekuje organizatorom I Forum Matematykow za
zaproszenie do wygloszenia referatu plenarnego oraz mojej zonie
Kasi za uwagi dotyczace tekstu.
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