
O SYMETRII 1

JAREK K ↪EDRA (Aberdeen, Szczecin)

1. W ↪

W j ↪ezyku potocznym symetria oznacza zazwyczaj odbicie wzgl ↪e-
dem prostej lub płaszczyzny. W szkole uczniowie poznaj ↪a także
symetrie środkowe oraz obroty. Ogólnie symetri ↪a nazywamy przek-
ształcenie figury lub przestrzeni zachowuj ↪ace pewne jej własności
geometryczne, którymi mog ↪a być tutaj odległość mi ↪edzy punktami,
miara k ↪atów, pole, obj ↪etość i inne.

Symetrie można składać. To znaczy, że przekształcenie figury
za pomoc ↪a jednej, a potem kolejnej symetrii także jest symetri ↪a tej
figury. Składanie symetrii jest ł ↪aczne, tak jak mnożenie liczb rzeczy-
wistych. Dla dowolnej symetrii istnieje symetria do niej odwrotna,
to znaczy taka, że złożenie tych dwóch symetrii jest przekształce-
niem identycznościowym. Na zbiorze symetrii danej figury jest
wi ↪ec struktura algebraiczna, któr ↪a nazywamy grup ↪a. O składaniu
symetrii myślimy jak o mnożeniu. W odróżnieniu od mnożenia liczb,
składanie symetrii nie jest na ogół przemienne, to znaczy, że kolejność
składania ma znaczenie. Na przykład obrócenie monety w lewo o 90◦
i odwrócenie jej na druga stron ↪e (odbicie wzgl ↪edem poziomej prostej
przechodz ↪acej przez środek monety), to nie to samo co odwrócenie
a potem obrót.

Cz ↪esto zdarza si ↪e tak, że symetrii danej figury jest bardzo dużo
i tworz ↪a one interesuj ↪ac ↪a przestrzeń. Na zbiorze symetrii mamy
wiec zarówno struktur ↪e grupy, jak i przestrzeni topologicznej. S ↪a
one zgodne, w tym sensie, że składanie symetrii oraz branie symetrii
odwrotnej s ↪a operacjami ci ↪aglymi. To znaczy, że symetrie tworz ↪a
grup ↪e topologiczn ↪a.

2. S  ↪́  

2.1. Symetrie wielok ↪atów foremnych. Grupa izometrii trójk ↪ata rów-
nobocznego ma sześć elementów. S ↪a to trzy symetrie osiowe i trzy
obroty o k ↪aty 0◦ =Identyczność, 120◦, 240◦. Ogólnie, grupa izometrii
n−k ↪ata foremnego ma 2n elementów; n odbić i n obrotów, z których
jeden jest identyczności ↪a. Nazywamy j ↪a grup ↪a dyhedraln ↪a.

Popatrzmy teraz na oś liczbow ↪a z wyróżnionymi liczbami całkow-
itymi (wierzchołkami). Tutaj grupa izometrii ma nieskończenie wiele

1Referat wygłoszony na I Forum Matematyków Polskich w Gdańsku we
wrześniu 2006 roku.
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odbić (w wierzchołkach i środkach kraw ↪edzi) i nieskończenie wiele
“obrotów” czyli przesuni ↪eć. Grupa ta nazywa si ↪e grup ↪a nieskończon ↪a
dyhedraln ↪a.

Rysunek 1: Symetrie wielok ↪atów, osi liczbowej i okr ↪egu

Pójdźmy dalej i rozważmy okr ↪ag. Grupa izometrii ma continuum
odbić i tyleż obrotów. Wygl ↪ada ona jak dwa okr ↪egi, jeden tworz ↪a
obroty, a drugi przekształcenia b ↪ed ↪ace złożeniami obrotu i odbicia.

Na powyższych przykładach widać jakościow ↪a różnic ↪e: w pier-
wszych grupy symetrii były skończone lub nieskończone dyskretne
(to znaczy, że s ↪a zbiorami izolowanych punktów), a w ostatnim jest
ona nieskończona oraz ma nietrywialn ↪a topologi ↪e.

2.2. Symetrie sfery. Popatrzmy na grup ↪e Izo0(S2) izometrii dwu-
wymiarowej sfery S2 zachowuj ↪acych orientacj ↪e, tzn. takich, które nie
wywracaj ↪a sfery na lew ↪a stron ↪e jak robi to np. odbicie w płaszczyźnie
przechodz ↪acej przez środek sfery. Takie izometrie, to obroty sfery o
różnych osiach. Założenie o zachowaniu orientacji jest tylko po to
by uprościć obraz bez utraty istoty rozumowania. Grupa Izo(S2)
wszystkich izometrii sfery, to s ↪a dwie kopie grupy Izo0(S2) (ta druga,
to obroty zlożone z odbiciem w płaszczyźnie).

X

F(X)

Rysunek 2: Symetrie sfery
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Wybierzmy jednostkowy wektor X styczny do sfery w biegunie
północnym p ∈ S2. Izometria F przeprowadza ten wektor na jed-
nostkowy wektor styczny F(X) do sfery w punkcie F(p). W ten
sposób otrzymujemy identyfikacj ↪e grupy Izo0(S2) z przestrzeni ↪a jed-
nostkowych wektorów stycznych do sfery. Czyli nasza grupa jest
zwart ↪a trójwymiarow ↪a przestrzeni ↪a o ciekawej topologii. Jest ona,
jako grupa topologiczna, izomorficzna z grup ↪a SO(3) ortogonalnych
przekształceń przestrzeni R3 zachowuj ↪acych orientacj ↪e.

2.3. Jak zmiana geometrii zmienia symetrie. Popatrzmy na nast ↪e-
puj ↪acy przykład. Grupa izometrii płaszczyzny składa si ↪e z obrotów,
przesuni ↪eć, odbić i złożeń tychże. Topologicznie wygl ↪ada jak dwie
kopie iloczynu kartezjańskiego okr ↪egu (obroty) i płaszczyzny (prze-
suni ↪ecia). Mówi ↪ac precyzyjnie, grupa izometrii płaszczyzny, to iloczyn
półprosty O(2) n R2, grupy obrotów i grupy przesuni ↪eć.

Rysunek 3: Symetrie różnych geometrii płaszczyzny

Zmieńmy teraz geometri ↪e płaszczyzny tak, aby w środku było
obrotowo symetryczne wzniesienie. Wówczas przesuni ↪ecia nie s ↪a
już izometriami. Grupa symetrii takiej płaszczyzny, z górk ↪a w
środku, to O(2) czyli topologicznie dwa okr ↪egi. Komplikuj ↪ac dalej
geometri ↪e otrzymujemy powykrzywian ↪a płaszczyzn ↪e, której grupa
izometrii jest trywialna.

Badanie geometrii przestrzeni oraz grupy przekształceń tej ge-
ometrii odpowiadaj ↪acych s ↪a ze sob ↪a ściśle zwi ↪azane. Jest to zwi ↪azek
symbiotyczny, to znaczy, że informacje o geometrii przestrzeni otrzy-
muje si ↪e ze struktury grupy jej symetrii i odwrotnie, własności grupy
można poznać patrz ↪ac na geometri ↪e przestrzeni, na której ta grupa
działa.

3. R́̇     

3.1. Struktura metryczna. Grupa izometrii zwartej rozmaitości Rie-
manna jest zawsze zwart ↪a grup ↪a Liego, najcz ↪eściej trywialn ↪a. Można
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to zobaczyć tak: niech (M, g) oznacza nasz ↪a rozmaitość rieman-
nowsk ↪a; wybierzmy punkt p ∈ M i baz ↪e Bp wektorów ortonormal-
nych stycznych do M w tym punkcie; wszystkie takie pary tworz ↪a
tzw. wi ↪azk ↪e reperów ortonormalnych P nad rozmaitości ↪a M

Odwzorowanie ewaluacji, które izometriiψprzypisuje obraz reperu
Bp wzgl ↪edem ψ, jest ci ↪agłym włożeniem grupy izometrii rozmaitości
(M, g) w jej wi ↪azk ↪e reperów

ew : Izo(M, g) ↪→ P.

Zatem nasza grupa izometrii jest homeomorficzna z domkni ↪etym
podzbiorem zwartej przestrzeni, a wi ↪ec jest zwarta. Wykazanie, że
jest grup ↪a Liego jest trudniejsze. Zauważmy, że szczególny przy-
padek powyższego rozumowania mieliśmy na przykładzie sfery
(2.2). To, że grupa izometrii jest zazwyczaj trywialna, widzimy
podobnie jak w przykładzie 2.3, gdzie komplikowaliśmy geometri ↪e
płaszczyzny.

Założenie zwartości jest istotne, bo jak widzieliśmy wyżej, izome-
trie płaszczyzny nie s ↪a grup ↪a zwart ↪a, gdyż zawieraj ↪a wszystkie prze-
suni ↪ecia.

3.2. Pole. Rozważmy wszystkie przekształcenia płaszczyznyR2, które
zachowuj ↪a pole. Grupa takich symetrii jest nieskończenie wymi-
arowa. Można to zobaczyć tak, że każdej funkcji H : R2

→ R
odpowiada przekształcenie zachowuj ↪ace pola figur, czyli, że wymiar
przestrzeni takich symetrii jest co najmniej taki jak wymiar przestrzeni
funkcji określonych na płaszczyźnie, a wi ↪ec nieskończony.

H

F

p

F(p) g
XH

p

Rysunek 3: Dyfeomorfizm hamiltonowski

Funkcja H wyznacza pole wektorowe XH na płaszczyźnie, określo-
ne wzorem XH(p) = [∂H

∂y (p),−∂H
∂x (p)]. Wektory tego pola s ↪a styczne do
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poziomic funkcji H, a ich długość jest proporcjonalna to szybkości
jej wzrostu. Niech gp : R → M b ↪edzie krzyw ↪a całkow ↪a pola XH

zaczynaj ↪ac ↪a si ↪e w punkcie p ∈ R2. To znaczy, że gp(0) = p oraz
d
dt gp(t) = XH(gp(t)). Określmy teraz przeształcenie F : R2

→ R2

wzorem F(p) := gp(1).
Można wykazać (patrz 3.5 poniżej), że F zachowuje pole, oraz że

przekształcenia tej postaci tworz ↪a grup ↪e nieskończenie wymiarow ↪a.
Tak skonstruowane przekształcenie F nazywa si ↪e dyfeomorfizmem ha-
miltonowskim, a funkcja H hamiltonianem.

3.3. Obj ↪etość. Niech (M,vol) oznacza rozmaitość gładk ↪a wraz z form ↪a
obj ↪etości. W przypadku dwuwymiarowym oznacza to, że możemy
mierzyć pola figur. Podobnie jak w przypadku pola, tak i tutaj grupa
Diff(M,vol) dyfeomorfizmów zachowuj ↪acych obj ↪etość jest nieskończenie
wymiarow ↪a grup ↪a Liego, której algebr ↪e Liego tworz ↪a pola wek-
torowe zachowuj ↪ace form ↪e obj ↪etości.

Złożoność tej grupy można sobie wyobrazić mieszaj ↪ac herbate w
szklance. Ruch herbaty jest opisany przez rodzin ↪e dyfeomorfizmów
zachowuj ↪acych obj ↪etość (zakładamy nieściśliwość cieczy). Możemy
to skontrastować z grup ↪a izometrii, któr ↪a wyobrażamy sobie jako
obracanie szklank ↪a z zamarzni ↪et ↪a herbat ↪a.

Składowa spójności Diff0(M,vol) grupy Diff(M,vol 0 zawieraj ↪aca
identyczność jest grup ↪a prost ↪a. To znaczy, że nie zawiera właściwych
podgrup normalnych. Jest to (trudne) twierdzenie Thurstona [2,
Twierdzenie 5.1.3] z lat 70-tych XX wieku.

Topologia tych grup jest bardzo słabo znana. Twierdzenie Mosera
[11] mówi, że włożenie grupy Diff0(M,vol) w składow ↪a identyczności
wszystkich dyfeomorfizmów jest homotopijn ↪a równoważności ↪a. Poniżej
przedstawiamy twierdzenie, które opisuje typy homotopii pewnych
grupy dyfeomorfizmów.

Twierdzenie 3.4.
(1) Diff(S2) ' Izo(S2) � O(3);
(2) Diff(T2) ' SL(2,Z) n T2;
(3) Jeśli Σ jest powierzchni ↪a rodzaju wi ↪ekszego od jeden, to Diff0(Σ)

jest ści ↪agalna;
(4) Diff(S3) ' O(4).

Grupa ilorazowa Diff(Σ)/Diff0(Σ) zwana grupa klas odwzorowań jest
intensywnie badana i wiele o niej już wiadomo [5].

3.5. Struktura symplektyczna. Struktura symplektyczna ω na roz-
maitości M, to zamkni ↪eta i niezdegenerowana 2-forma różniczkowa.
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Z niezdegenerowania wynika, że rozmaitość M jest parzystowymi-
arowa, oraz że istnieje izomorfizm mi ↪edzy przestrzeni ↪a pól wek-
torowych i przestrzeni ↪a 1-form różniczkowych zadany wzorem X 7→
ιXω.

Mówi ↪ac bardziej obrazowo, struktura symplektyczna mierzy zori-
entowane pole dwuwymiarowych figur w rozmaitości M. Jeśli M
jest powierzchni ↪a struktura symplektyczna jest po prostu zorien-
towanym polem powierzchni.

Grupa symetrii rozmaitości symplektycznej jest zawsze (za wyj ↪atkiem
rozmaitości 0-wymiarowej) nieskończenie wymiarow ↪a grup ↪a topo-
logiczn ↪a. Wykazuje si ↪e to tak: funkcji (hamiltonianowi) H : M → R
przypisuje si ↪e pole wektorowe XH takie, że ιXHω = dH. Nast ↪epuj ↪acy
krótki rachunek:

LXHω = dιXHω + ιXH dω = ddH + 0 = 0

pokazuje, że potokψH : R→ Diff(M) pola XH zachowuje form ↪e sym-
plektyczn ↪a. Ostatecznie, grupa symplektycznych dyfeomorfizmów
rozmaitości (M, ω) jest nieskończenie wymiarow ↪a grup ↪a Liego, której
algebra Liego jest przestrzeni ↪a pól wektorowych na M zachowuj ↪acych
form ↪e symplektyczn ↪a.

Nie wszystkie przekształcenia zachowuj ↪ace form ↪e symplektyczn ↪a
s ↪a tej postaci. Te opisane powyżej, to tzw. dyfeomorfizmy hamiltonowskie
i tworz ↪a one normaln ↪a spójn ↪a podgrup ↪e Ham(M, ω) w grupie Symp0(M, ω).
Banyaga [2] udowodnił, że dla zamkni ↪etej rozmaitości symplekty-
cznej (M, ω) grupa Ham(M, ω) hamiltonowskich dyfeomorfizmów
jest prosta.

Przedstawimy teraz kilka rezultatów o topologii grup symplekty-
cznych dyfeomorfizmów. Niech ωλ b ↪edzie form ↪a symplektyczn ↪a na
S2
× S2 tak ↪a, że S2

× {p}ma pole równe 1 (czyli
∫

S2×{p}
ω = 1), a {p} × S2

ma pole λ ≥ 1 (czyli
∫
{p}×S2 ω = λ) dla dowolnego punktu p ∈ S2.

Każda forma symplektyczna na S2
× S2 jest równoważna powyższej

(Twierdzenie 13.42 w [9]). To znaczy, że jeśli ω jest forma symplek-
tyczna na S2

× S2 to istnieje dyfeomoerfizm f : S2
× S2

→ S2
× S2 taki,

że f ∗ω = k · ωλ dla pewnej stalej r ∈ R.

Twierdzenie 3.6.

(1) Symp(S2
× S2, ω1) ' Z/2 n SO(3) × SO(3) (Gromov [4]); czyli

grupa symplektomorfizmów produktu sfer o równych polach jest
iloczynem półprostym grup, gdzie Z/2 działa na SO(3) × SO(3)
zamieniaj ↪ac czynniki.
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(2) Symp(CP2) ' PU(3), (Gromov [4]); tutaj zespolona płaszczyzna
rzutowa jest wyposażona w standardow ↪a form ↪e symplektyczn ↪a.

(3) H∗(Symp(S2
× S2, ωλ);Q) � Λ(a, x, y) ⊗ Q[w], gdzie deg(a) = 1,

deg(x) = deg(y) = 3 oraz deg(w) = 4bλc, (Abreu-McDuff [1]);
tutaj Λ(a, x, y) oznacza algebr ↪e zewn ↪etrzn ↪a (nad Q) generowan ↪a
przez elementy a, x, y, natomiastQ[w] oznacza algebr ↪e wielomianów.

3.7. Zależności mi ↪edzy różnymi strukturami. Rozważmy rozmaitość
M, na której jest kilka zgodnych struktur geometrycznych. Zgodność
oznacza, że zachodz ↪a zawierania mi ↪edzy odpowiednimi grupami
symetrii. Na przykład weźmy sfere S2 i na niej standardow ↪a metryk ↪e
g, struktur ↪e symplektyczn ↪a (czyli w tym przypadku pole), struktur ↪e
gładk ↪a i topologiczn ↪a. Mamy wówczas ci ↪ag podgrup:

Izo0(S2) ⊂ Symp(S2) ⊂ Diff(S2) ⊂ Homeo(S2) ⊂ HE(S2),

gdzie Homeo(S2) jest grup ↪a homeomorfizmów, a HE(S2) topolog-
icznym monoidem (nie każdy element ma odwrotny) homotopijnych
równoważności.

W Twierdzeniu 3.4 widzieliśmy, że włożenie grupy izometrii sfery
S2 lub S3 w grup ↪e wszystkich dyfeomorfizmów jest homotopijn ↪a
równoważności ↪a. Oznacza to, że dowolny dyfeomorfizm (a nawet
rodzin ↪e) można w sposób ci ↪agły “wyprostować” do izometrii. Twierdze-
nie Mostowa [12] mówi, że każd ↪a homotopijn ↪a równoważność hiper-
bolicznej rozmaitości (M, g) (wymiaru co najmniej 3) można zdefor-
mować do izometrii. Jak zobaczymy w Rozdziale 4.2, dla pewnych
rozmaitości symplektycznych włożenie grupy izometrii w grup ↪e
symplektycznych dyfeomorfizmów indukuje włożenie na grupach
wymiernych homotopii.

Z drugiej strony mamy przykład włożenia

Symp(CPn
× CPm) ↪→ Diff(CPn

× CPm),

który, jak udowodnił Seidel [14], nie indukuje na grupach homotopii
ani injekcji, ani surjekcji.

Podobn ↪a kwesti ↪e porusza si ↪e w pytaniu, czy dla dowolnej zamkni ↪etej
asferycznej rozmaitości M włożenie Homeo(M) → HE(M) indukuje
surjekcje na π0 (grupach składowych spójności). Innymi słowy,
czy dowoln ↪a homotopijnä równoważność asferycznej rozmaitości
można w sposób ci ↪agły poprawić do homeomorfizmu. Jest to szczególny
przypadek tzw. hipotezy Borela.

4. S    ́
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4.1. Przestrzeń klasyfikuj ↪aca. Niech G b ↪edzie grup ↪a topologiczn ↪a.
Istnieje ści ↪agalna przestrzeń EG, na której grupa G działa w sposób
wolny. Przestrzeń ilorazowa BG := EG/G nazywa si ↪e przestrzeni ↪a
klasyfikuj ↪ac ↪a grupy G. Nazwa pochodzi st ↪ad, że klasy izomorfizmu
wi ↪azek M → E → B z grup ↪a strukturaln ↪a G i włóknem M s ↪a we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniości z klasami homotopii odw-
zorowań B→ BG. Badanie topologii BG, to badanie topologii wi ↪azek
z włóknem M i grup ↪a strukturaln ↪a G.

Przestrzenie klasyfikuj ↪ace wygl ↪adaj ↪a różnie. Przestrzeni ↪a klasy-
fikuj ↪ac ↪a dla grupy Z2 jest dwuwymiarowy torus, gdyż Z2 działa
w sposób wolny na płaszczyźnie R2, która jest ści ↪agalna. Popa-
trzmy teraz na grup ↪e S1 liczb zespolonych o module 1. Działa ona
w sposób wolny na nieparzystowymiarowych sferach S2n+1

⊂ Cn+1

przez mnożenie zespolone. Ilorazem jest tutaj zespolona przestrzeń
rzutowa CPn. Sfery nie s ↪a ści ↪agalne, ale bior ↪ac ich granic ↪e S3

⊂

S5
⊂ · · · ⊂ S∞ dostajemy wolne działanie grupy S1 na ści ↪agalnej

nieskończenie wymiarowej sferze. Ilorazem jest nieskończenie wymi-
arowa zespolona przestrzeń rzutowaCP∞ i to jest właśnie przestrzeń
klasyfikuj ↪aca BS1.

Zwi ↪azek mi ↪edzy topologi ↪a grupy G a przestrzeni ↪a BG jest na poziomie
grup homotopii, gdzie zachodz ↪a izomorfizmy

πk(G) � πk+1(BG).

Zatem z punktu widzenia grup homotopii, badanie przestrzeni klasy-
fikuj ↪acej jest tak samo wartościowe jak badanie grupy. Sytuacja
jest inna dla pierścienia kohomologii. Kohomologie grupy topo-
logicznej s ↪a, na mocy twierdzenie Hopfa, zawsze algebr ↪a woln ↪a. Z
drugiej strony, jak wykazał Milnor [10], każda “rozs ↪adna” przestrzeń
(np CW-kompleks) jest przestrzeni ↪a klasyfikuj ↪ac ↪a dla pewnej grupy
topologicznej.

4.2. Działania zwartych grup Liego. Grupy homotopii i pierścień
kohomologii zwartej grupy Liego G oraz jej przestrzeni klasyfikuj ↪acej
s ↪a (z dokładności ↪a do torsji) znane i nietrudne do wyliczenia. Maj ↪ac
homomorfizm G → G zwartej grupy Liego do grupy topologicznej,
o której chcemy si ↪e czegoś dowiedzieć, pytamy co indukuje on na
grupach homotopii i pierścieniu kohomologii. Zauważmy, że gdy G

jest grup ↪a dyfeomorfizmów rozmaitości gładkiej, to jest to pytanie
jakie stawialiśmy w Rozdziale 3.7, gdyż zwarta grupa Liego zawsze
działa przez izometrie wzgl ↪edem pewnej metryki riemannowskiej.

Twierdzenie 4.3 (Reznikov[13]). DziałanieΨ : SU(n+1)→ Symp0(CPn)
indukuje włożenie na wymiernych grupach homotopii.
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Dowód. Niech CPn
→ E → S2k, gdzie k > 1, b ↪edzie SU(n + 1)-

wi ↪azk ↪a, której odwzorowanie klasyfikuj ↪ace reprezentuje niezerowy
element α ∈ π2k(BSU(n + 1)) ⊗ Q. Wykażemy, że BΨ∗[α] , 0 w
π2k(BSymp0(CPn)) ⊗ Q. Popatrzmy na poniższy diagram przemi-
enny

E −−−−→ CPn
Symp

p
y π

y
S2k BΨ◦α
−−−−→ BSymp0(CPn)

Niech Ω ∈ H2(CPn
Symp) b ↪edzie klas ↪a sprz ↪egaj ↪ac ↪a, czyli tak ↪a klas ↪a,

która cofa si ↪e do klasy formy symplektycznej na włóknach i całka po
włóknie π!(Ωn+1) = 0.

Przypomnijmy, że (dla orientowalnej wi ↪azki F→ E
f
→ B ze zwartym

włóknem) całka po włóknie f! : H∗(E) → H∗−dim F(B) to pewien ho-
momorfizm spełniaj ↪acy f!(a ∪ f ∗(b)) = f!(a) ∪ b. Definicj ↪e i własności
można znaleźć w ksi ↪ażce Botta i Tu [3].

Klasa Ω cofa si ↪e nietrywialnie do H2(E), gdyż po obci ↪eciu do
włókien musi dalej reprezentować klas ↪e formy symplektycznej. Cofni ↪ecie
to, które dalej b ↪edziemy oznaczac także przez Ω, jest generatorem
H2(E) = Q (bo dim H2(E) = 1, gdyż baza jest co najmniej 4-wymiarowa).
Zatem na mocy twierdzenia Leray’a-Hirscha otrzymujemy, że dla
niezerowej stałej C ∈ R

Ωn+k = C ·Ωn
∪ p∗(σ) , 0.

Powyższa klasa jest niezerowa, bo prawa strona jest klas ↪a formy
obj ↪etości na E. Ostatecznie, na mocy naturalności całkowania po
włóknie, mamy

0 ,
〈
p!(Ωn+k), [S2k]

〉
=
〈
π!(Ωn+k), (BΨ ◦ α)∗[S2k]

〉
.

Czyli złożenie BΨ ◦ (α) jest homotopijnie nietrywialne, co dowodzi
niezerowości klasy BΨ∗[α]. �

Przedstawiony powyżej dowód pochodzi z pracy K ↪edra-McDuff
[6], gdzie udowodniono twierdzenie Reznikova dla rozmaitości uogólnionych
flag.

4.4. Działanie na ści ↪agalnej przestrzeni. Niech (M, ω) b ↪edzie roz-
maitości ↪a symplektyczn ↪a. Niezdegenerowanie formy symplekty-
cznej implikuje redukcj ↪e grupy strukturalnej wi ↪azki stycznej TM do
grupy Sp(2n;R) macierzy zachowuj ↪acych liniow ↪a form ↪e symplekty-
czn ↪a. Maksymaln ↪a podgrup ↪a zwart ↪a w Sp(2n;R) jest grupa U(n)
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zespolonych macierzy unitarnych. Każda redukcja grupy struktu-
ralnej z Sp(2n;R) do U(n) wyznacza struktur ↪e prawie zespolon ↪a J
na (M, ω) i przestrzeń J(M, ω) takich struktur jest ściagalna. Ostat-
nie stwierdzenie wynika z faktu, że powyższa redukcja, to ci ↪ecie
wi ↪azki stowarzyszonej z wi ↪azk ↪a styczn ↪a ze ści ↪agalnym włóknem
Sp(2n;R)/U(n).

Grupa Symp(M, ω) symplektycznych dyfeomorfizmów działa na
przestrzeni J(M, ω). Łatwo stwierdzić, że podgrupy izotropii s ↪a
zwarte. Wynika to st ↪ad, że struktura symplektyczna ω i zgodna
z ni ↪a struktura prawie zespolona J określaj ↪a metryk ↪e riemannowsk ↪a
g na M. Zatem podgrupa izotropii Symp(M, ω)J jest grup ↪a izometrii
metryki g st ↪ad, na mocy 3.1, jest zwart ↪a grup ↪a Liego.

Badaj ↪ac powyższe działanie, Gromov, a później Abreu i McDuff
udowodnili Twierdzenie 3.6.

4.5. Rozwłóknienie ewaluacji. Niech grupa G działa na rozmaitości
M i ew : G → M b ↪edzie odwzorowaniem ewaluacji, tzn. ew(ψ) :=
ψ(p), gdzie p ∈ M jest ustalonym na pocz ↪atku punktem. Dostajemy
w ten sposób rozwłóknenie

Gp
i
→ G

ew
→M,

które nazywamy rozwłóknieniem ewaluacji.
Ważn ↪a własności ↪a ewaluacji jest to, że obraz odwzorowania in-

dukowanego na wymiernych homotopiach jest mały. Bardziej pre-
cyzyjnie, jeśli M jest jednospójna, to

dim ew∗(π∗(G) ⊗Q) ≤ dim M = n.

Wynika st ↪ad, że wymiar wymiernej grupy homotopii π∗(Gp) ⊗Q jest
z dokładności ↪a do n, co najmniej taki, jak dimπ∗(M) ⊗ Q. Poniższe
twierdzenie kontrastuje z Twierdzeniem 3.6, w którym pierścień ko-
homologii grupy symplektomorfizmów był skończenie generowany.

Twierdzenie 4.6 (K ↪edra [7]). Pierścień H∗(Symp(CP2#3CP
2
);Q) jest

nieskończenie generowany.

Dowód. Dowód składa si ↪e z dwóch kroków. Pierwszy,to zauważenie,

że grupa symplektycznych dyfeomorfizmów rozdmuchania M#CP
2

jest słabo homotopijnie równoważna z grup ↪a Symp(M, p) symplek-
tycznych dyfeomorfizmów (M, ω) zachowuj ↪acych punkt p ∈ M. Nie
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wiadomo w jakiej ogólności jest to prawda, ale Lalonde i Pinson-
nault [8] wykazali to dla rozmaitości, w których dla dowolnej zgod-
nej struktury prawie zespolonej J dywizor wyj ↪atkowy jest reprezen-
towany przez J-holomorficzn ↪a włożon ↪a sfer ↪e. To jest dość duża klasa
czterowymiarowych rozmaitości symplektycznych.

Drugi krok, to znalezienie takiej jednospójnej rozmaitości symlek-
tycznej (M, ω), dla której wymiar jej wymiernych grup homotopii jest
nieskończony, dimπ∗(M) ⊗Q = ∞. Wtedy, na mocy faktu opisanego
przed twierdzeniem i tego co mamy powyżej, wnioskujemy, że

dimπ∗(Symp(M#CP
2
)) ⊗Q = dimπ∗(Symp(M, p)) ⊗Q

= dimπ∗(M) = ∞.

Wi ↪ekszość rozmaitości ma nieskończenie wymiarowe wymierne ho-
motopie. Mówi ↪ac precyzyjniej, każda czterowymiarowa jednospójna
rozmaitość M, której dim H2(M;Q) ≥ 3, ma t ↪e własność. Oczywiście,

CP2#2CP
2

jest tak ↪a rozmaitości ↪a.
Teraz pozostaje wykorzystać znany fakt, który mówi, że pierścień

wymiernych kohomologii grupy topologicznej G jest generowany
przez baz ↪e wymiernej grupy homotopiiπ∗(G)⊗Q. To kończy dowód.

�

Powyższe twierdzenie jest prawdziwe dla dość szerokiej klasy
czterowymiarowych rozmaitości symplektycznych. Tutaj rozpatru-
jemy szczególny przypadek, aby nie podawać wymagaj ↪acych wyjaśnienia
założeń.

Podzi ↪ekowania. Dzi ↪ekuj ↪e organizatorom I Forum Matematyków za
zaproszenie do wygłoszenia referatu plenarnego oraz mojej żonie
Kasi za uwagi dotycz ↪ace tekstu.
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